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Szczegotowy plan wyktadu

1. Przyktady zadan optymalizacyjnych
2. Programowanie dynamiczne

3. Programowanie liniowe
3.1. Zagadnienie pierwotne i dualne (skonczone, nieograniczone, sprzeczne)
3.2. Metody rozwiazywania zagadnien programowania liniowego:

e metoda graficzna

e metoda simpleks

e metoda sztucznej bazy
e reguly Blanda

3.3. Programowanie ilorazowe
3.4. Zagadnienie transportowe

4. Przyklady gier (wieloosobowe, dwuosobowe o sumie zero, wieloetapowe, losowe)

5. Gry przeciwko Naturze (kryteria: Laplace’a, Bayesa, Hurwicza oraz Savage’a znajdowania
optymalnej decyzji)
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Wprowadzenia do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 1

1. Rozwiaz nastepujace zadania optymalizacyje:
a) Zminimalizowaé funkcje

F(z,y) = 0.12* + 2.42 + 0.5y + 4y
na zbiorze D = {(x,y) : 2o + 5y > 1000, z,y > 0};

F(z,y) = 2*y(4 -z —y)
na trojkacie o bokach lezacych na prostych x =0, y =0, x +y = 6.
b) Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji

F(z,y) = vy* + 4oy — 4a

na zbiorze D = {-3 <z <3,-3 <y < 0}.
¢) Rozdzieli¢ dzienna produkcje energii 100 MWh miedzy dwie elektrownie, tak aby dzienny
koszt zuzycia paliwa (w tys. z1) opisany funkcja:

F(z,y) =2(z—1)>+ (y — 3)*,

gdzie z i y oznaczaja zuzycie paliwa odpowiednio w elektrowni I i II, byt mozliwie najnizszy.
Z 1 tony paliwa w elektrowni I uzyskuje sie 5 MWh energii, a w elektrowni II — 3 MWh.

d) Dwie cukrownie maja do przerobienia tacznie 29 760 t burakéw. Dzienny przerdb pierwszej
wynosi 120 t, a drugiej 180 t burakéow. Wiadomo, ze w trakcie kampanii powstaja straty cukru
zalezne od czasu sktadowania burakéw, ktére mozna opisa¢ funkcja

f(ti,ta) = 0.6(t1)% + 12t + 0.3(t2)* + 9o,

gdzie ty,ty sg czasami trwania kampanii w poszczegdlnych cukrowniach.
Jak dlugo powinna trwa¢ kampania w kazdej cukrowni, aby straty cukru byty jak najmniejsze
i jak nalezy rozdzieli¢ dostepny surowiec?

2. Zmajdz rozwiazanie zagadnienia dylizansu sformutowanego na wyktadzie.

3. Pan X dysponujac sumag 8000 rozwaza zainwestowanie tej kwoty w 3 rézne przedsiebiorstwa.
Inwestycja moze by¢ tylko jednorazowa, a jej wysokos¢ musi stanowi¢ wielokrotnosé 2000.
Spodziewane zyski po 3 latach (w 1000) przedstawiaja sie w zaleznosci od zainwestowanej
kwoty nastepujaco:

Inwestowana kwota w 1000 || I | IT | III
0 010 |0
2 412 |1
4 713 |4
6 819 |13
8 911014

Jak Pan X powinien rozdzieli¢ swoj kapitat?

4. Pan Y jest drobnym przedsiebiorcg specjalizujacym sie w wyrobach skorzanych. Juz w styczniu
planuje rozpocza¢ produkcje nowej wiosennej kolekcji. Majac zamowienia na najblizsze mie-
sigce oraz znajac warunki i koszty produkeji i magazynowania, chce ustali¢ wielkos¢ produkcji
na pierwsze cztery miesiace roku. Oto dane, jakimi dysponuje:

[IT|III| IV
ZamoOwienia 4121415
Koszty prod. 41315 |4
Koszty magaz. |11 ] 1 | 1

Wiadomo ponadto, ze miesigczne ograniczenia zaréwno produkeji, jak i magazynowania wy-
nosza 6 partii wyrobow oraz ze wytwarzanie i realizowanie zamowienia ma zawsze miejsce w
1. dniu miesigca, a na koniec kwietnia stan zapasu ma by¢ zerowy.



Wprowadzenia do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 2

1. Nastepujace zadania optymalizacyjne sformutuj jako zagadnienia PL:

a) Zakladajac, ze zdrowa dieta powinna zawiera¢ dziennie przynajmniej porcje b; srodka
odzywczego N;, j = 1,...,n, oraz ze w jednostce produktu spozywczego Fj, ¢ = 1,...,m,
znajduje si¢ a;; srodka odzywczego N;, a jednostka produktu spozywczego F; kosztuje c;,
nalezy ustali¢ optymalng diete, tzn. wyznaczy¢ ilodci x4, ..., 2, poszczegdlnych produktow
pokrywajacych po najnizszych kosztach dzienne zapotrzebowanie organizmu.

b) Zaktad produkuje m.in. dwa wyroby zuzywajac do tego pewna ilo$¢ $rodkéw produke;ji,
z ktorych cztery: energia elektryczna, stal, drewno oraz praca sa limitowane. W produkcji
srodki te sa zuzywane w iloSciach podanych w ponizszej tablicy:

Produkt | Energia | Stal | Drewno | Praca
A 5 5 6 10
B 25 10 0 10

Zasoby tych srodkéw wynosza 1200, 600, 420 i 900 jednostek, odpowiednio, a zysk jednostkowy
z produkcji wyrobu A wynosi 10 zt, a wyrobu B — 20 zt.

Wyznacz optymalny plan produkceji zaktadajac, ze sita robocza musi by¢ wykorzystana

w takiej ilosci, jakg zaktad dysponuje.

2. Uldz zagadnienia dualne do zagadnien sformutowanych w poprzednim zadaniu.

3. Wzorujac si¢ na dowodzie odpowiedniego twierdzenia z wyktadu udowodnij, ze zachodzi jedna
z dwoch ewentualnosci:
albo i) nieréwno$é¢ Ay” < ¢!’ ma rozwigzanie y > 0,
albo ii) nieréwnosci A > 0, xc¢’ < 0 maja rozwigzanie x > 0.

4. Korzystajac z powyzszego zadania, udowodnij, ze jesli zagadnienie I PL jest dopuszczalne, a
zagadnienie II jest sprzeczne, to zagadnienie I jest nieograniczone.

5. Udowodnij, ze jesli ¢ jest wektorem o sktadowych nieujemnych oraz istnieje rozwiazanie do-
puszczalne zagadnienia I, to oba zagadnienia PL I oraz Il maja rozwigzania optymalne.

6. Korzystajac z kryterium o zagadnieniach dualnych rozwiaz nastepujace zadania PL:
a) Zminimalizowa¢ 1 + 229 + 323 + 624 — 10
przy ograniczeniach
ry + x2 + x3 + T4 2 1
x9 + 2z4 >

; >0, i=1,2,34.

b) Przyszpitalne laboratorium medyczne pracuje cata dobe. Wielomiesieczna praktyka pokaza-
ta, ze zapotrzebowanie na liczbe oséb personelu w poszczegdlnych okresach doby przedstawia
sie nastepujaco:

w godzinach 0.00 — 6.00 : co najmniej 1 osoba,

w godzinach 6.00 — 12.00 : co najmniej 5 oséb,

w godzinach 12.00 — 18.00 : co najmniej 7 0sob,

w godzinach 18.00 — 0.00 : co najmniej 2 osoby.

Kazda z oséb pracuje 12 godzin, przy czym wynagrodzenie za pierwszy z wyzej wymienionych
okreséw wynosi kwote 2c¢, a za kazdy nastepny — kwote ¢. Nalezy tak ustali¢ liczbe oséb perso-
nelu rozpoczynajacych prace w wyzej okreslonych godzinach, aby potrzeby byty zaspokojone,
a catkowity dobowy koszt zatrudnienia pracownikoéw minimalny.

Sprawdz, czy wektor x = (0,6, 1,1) jest jego rozwiazaniem optymalnym.



a) Zminimalizowa¢
przy ograniczeniach

b) Zmaksymalizowaé
przy ograniczeniach

¢) Zmaksymalizowaé
przy ograniczeniach

d) Zminimalizowaé
przy ograniczeniach

e) Zminimalizowaé
przy ograniczeniach

f) Zmaksymalizowaé
przy ograniczeniach

—2$1
-1
5!171
323'1
3371

Wsk. Usuwajac z poszczegélnych réwnan zmienne bazowe, przejdz do

nierownosci.

+ 4+

+

7. Stosujac metode graficzna, rozwiaz nastepujace zadania PL:

T+ T2
T + 31‘2 Z 6
ory + w2 > 8
T + i) Z 4
xX; 2 O, 1= 1, 2,
71’1 — S.TQ
—r1 + 2z > —6
—x + 21‘2 S 8
5$1 + 21’2 Z 10
>0, i=1,2,
]_81’1 + 121‘2 + 10[)’23
61’1 + ) + 2I3 S 20
r1 + 4dxy + x5 < 40
>0, i=1,23.
61’1 + 81’2 — 101’3
ry — To — 5ZE3 Z 7
—2r1 + 219 — 223 > -3
>0, i=1,23.
6[L’1 + SZEQ — 1OZL’3
ry — To — 5[E3 Z —7
—2r1 + 2w — 223 > -3
>0, i=1,23.
$1—3I2—$3—$4—I5+88
Ty + T3 = 2
556’2 + x4 = 37
T2 + Ty = 49
4o + Zg = 11
419 — x7y = 19

ograniczen w postaci



Whprowadzenie do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 3

1. Wyznaczajac wszystkie wierzchotki zbioru rozwiazan dopuszczalnych ponizszego zagadnienia
PL, znajdz jego wszystkie rozwigzania optymalne:
Zmaksymalizowaé r1 — 229+ T3 — T35
przy ograniczeniach

I1—3I2+ZC3 +2$5:8
4ZL’2 +3I4— ]75:3

2. Rozwiaz nastepujace zadania PL:

a) Zmaksymalizowaé Tl — Lo+ X3 — 3T4 + T5 — T — 3T7
przy ograniczeniach

3.’13'3 + x5 + g = 6
Tro + 2.’153 — T4 = 10
—T1 + Tg = 0
x3 + 2 + X7 = 6
b) Zmaksymalizowaé T+ Ty — 223
przy ograniczeniach
—2x1 + To + 3x3 = 10
Ty + 10y + 43 = 1
¢) Zminimalizowaé T1+ 2o+ 3x3 + 74
przy ograniczeniach
21 + 3xo + 6xy > 8
3271 + Ty -+ 2ZE3 — 71’4 = —4
d) Zminimalizowaé T1 — 2T9 + 313 — 14
przy ograniczeniach
T + To — 31’3 — Ty = -3
T + 3$4 = 12
To -+ T3 = 1



3. Dane jest nastepujace zagadnienie PL:
Zminimalizowaé 2x1 + pro + 4x3 + quy,
przy ograniczeniach
21’1 + 3.172 + 4[)’23 + Ty = 16
3£L'1 + To + 3273 + 2!L’4 = 18

z; > 0.
Ustal, dla jakich wartosci parametréow p i ¢ rozwiazanie dopuszczalne
2% = (4,0,2,0)
tego zagadnienia jest jego rozwigzaniem optymalnym.

4. Jednym z rozwiazan dopuszczalnych nastepujacego zagadnienia PL:

Zminimalizowaé T1 + 4xs + 323 + by + 275,
przy ograniczeniach

2v1 + x9 + 223 + 34 > 10

— 2;62 + 2$3 + 51’4 + 41’5 > 8

3ZE1 + 21’2 + 2ZE4 — 21‘5 Z 6
Ty 2 07

jest 2°=(3,0,2,0,1).
Sprawdz, czy jest to takze rozwiazanie optymalne.

5. Podaj zagadnienie pierwotne dla nastepujacego zagadnienia dualnego PL oraz rozwiazania
optymalne obu zagadnien:
Zmaksymalizowac 3y1 + 9ys — 3ys
przy ograniczeniach

6y1 + 2y < 10
-y 4+ 3y — ys < 6
- y2 — 3y3 = —4

yi > 0.



Wprowadzenia do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 4

1. Rozwiaz nastepujace zadanie PI:

.. . , —X1 + 2372 + 3
Zminimalizowaé
2.%1 -+ To + 4
przy ograniczeniach
ry — X2 S 0
2])1 + X9 > 6
Ty + X9 S 6
Ty + X9 Z 5.

2. Stosujac co najmniej dwie metody znajdz rozwiazanie dopuszczalne zagadnienia transporto-
wego sformutowanego na wyktadzie.

3. Znane sg:
wielkosci produkcji a; = 460, ay = 340, az = 300 trzech zaktadéw przemystowych,
zapotrzebowania czterech odbiorcéw by = 350, by = 200, b3 = 450, by = 100,
naktady na wytwarzana jednostke produkcji w kazdym zaktadzie d; =9, dy = 8, d3 = 2
oraz koszty dostawy jednostki produkcji z kazdego zaktadu do kazdego odbiorcy

314151
51112 )
415811

Sformutuj zadanie PL majace na celu wyznaczenie optymalnego planu powiazania zaktadow
produkcyjnych z odbiorcami, przyjmujac jako kryterium minimalizacje tacznych naktadéw na
produkcje i transport.

Znajdz jego rozwiazanie optymalne.

4. Supermarket Rekin ma cztery sklepy w Polsce: w Bialymstoku, Gdansku, Krakowie i Wro-
ctawiu. Dziat zaopatrzenia szuka najtanszych dostaw zywego pstraga do tych sklepéw, przy
czym miesieczne zapotrzebowanie ksztattuje sie nastepujaco: Biatystok — 4 tony, Gdansk — 6
ton, Krakow — 5 ton i Wroctaw — 10 ton. Wchodzi w gre trzech dostawcow: Dy, Dy oraz Ds,
z ktérych pierwszy moze sprzedaé do 8 ton ryby miesiecznie w cenie 5 zt/kg, drugi oferuje 10
ton miesiecznie w cenie 6 zt/kg, a trzeci 12 ton miesiecznie w cenie 7 zt /kg. Koszty transportu
ryb od poszczegdlnych dostawcéw do sklepéw (w zt za kg) sa nastepujace:

__IBIGIK W]
Dl 4] 3] 1] 2
Dol 1] 4] 3] 2
Dsl 21 5] 1] 3

Nalezy tak zaplanowaé dostawy, aby miesieczny koszt zakupu i transportu ryb byt minimalny.



Whprowadzenie do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 5

Dla opisanych ponizej gier okresl zbior strategii graczy, funkcje (macierz) wyplat oraz wartosci gry
kazdego gracza. Zaktadamy, ze z wyjatkiem dwoch pierwszych sa to gry dwuosobowe o sumie zero.

1.

Kazdy z czterech graczy: A, B, C i D wptaca do puli kwote 60 oraz obstawia orta lub reszke.
Nastepnie wykonuje sie rzut monety i pula dzielona jest miedzy graczy, ktorzy trafnie obstawili
wynik rzutu monety.

Gracz A zawsze obstawia orta. Gracze B i C zawsze obstawiaja reszke. Gracz D obstawia orla
lub reszke z jednakowym prawdopodobienstwem.

Jakie sg wyptaty netto dla kazdego z graczy?

Dwoch podejrzanych jest jednoczesnie przestuchiwanych w oddzielnych pomieszczeniach. Kaz-
dy z nich moze przyzna¢ sie do zarzucanego im czynu, albo zaprzeczy¢ stawianym zarzutom.
Jesli obaj przyznaja sie, to zostana skazani na 5 miesiecy pozbawienia wolnosci; jesli obaj
zaprzecza, to spedza w areszcie po 2 miesiace. Jedli jeden przyzna sie, obciazajac jednocze-
$nie drugiego, to przyznajacy sie zostanie potraktowany tagodniej (wyrok 1 miesigca), drugi
z podejrzanych surowiej (wyrok 10 miesiecy).

Ze stosu, na ktérym na poczatku znajduja sie 4 zetony dwaj gracze $ciggaja na zmiane 1 albo
2 krazki. Rozpoczyna gracz I, a konczy ten, ktory Sciagnie ostatni zeton. On tez otrzymuje
od drugiego gracza kwote 10.

Dane sa trzy identyczne zbiory: Ly = Ly = L = {1,2,3,4}. Gracz I wybiera liczbe z ze zbioru
Ly, a gracz II liczbe y ze zbioru L;;. Nastepnie ze zbioru L losuje sie liczbe z. Po ujawnieniu
liczb z,y, 2 wygrana dla gracza I liczona jest wedtug wzoru

We(z,y) = 2(ly — = — [z — ).

. W grze Partyzanci kontra policja M partyzantow chce zdoby¢ dwa arsenaty rzadowe bronio-

ne przez N policjantow. Arsenal zostanie zdobyty, gdy liczba partyzantéw biorgcych udziat
w ataku bedzie wieksza od liczby bronigcych go policjantow. Kazda ze stron moze dowol-
nie rozdzieli¢ wszystkie swoje sity. Ostatecznie potyczke wygrywaja partyzanci, jesli zdobeda
przynajmniej jeden arsenal (wyplata wynosi 1), a w przeciwnym razie zwyciezcami sa poli-
cjanci.

Rozwaz dwa szczegdlne przypadki tej gry: M =2, N =3 oraz M =3, N = 2.

Kazdy z graczy moze rzuci¢ jedna lub dwie monety. Kwote 80 wygra gracz I, jesli obaj gracze
wyrzucg te samg liczbe ortow. Tyle samo wygra gracz 11, jesli liczby ortow wyrzuconych przez
obu graczy beda rozne.

Gracz | zapisuje na kartce jedng z 26 liter alfabetu. Nie pokazujac tej kartki graczowi 11, mowi,
co napisal, ale moze sktamac¢. Gracz I zgaduje, czy przeciwnik powiedzial prawde, stwierdza-
jac: prawda lub faifsz. Jelli gracz 1 zostanie przytapany na ktamstwie, to ptaci garczowi II
kwote 100. Gdy gracz II odgadnie prawidtowo, ze gracz I mowi prawde, to gracz I ptaci 20.
Jeoli gracz II pomyli sie, to gracz I otrzymuje 60.

Sposrod kart o numerach 1,2,3 wybierane sg losowo dwie i wreczane obu graczom tak, by znali
tylko swoja karte. Gracze jednoczesnie deklaruja, jaka maja karte: wyzszq czy nizszq. Jesli obaj
zadeklaruja nizszq, karty sa porownywane i gracz z karta o numerze wyzszym otrzymuje 1 od
przeciwnika. Jesli obaj zadeklaruja karte wyzszq, karty takze si¢ porownuje, ale gracz z karta o
wyzszym numerze otrzymuje 2 od drugiego. Jesli deklaracje sa rozne, ten, ktéry zadeklarowat
karte nizZszg, moze pasowaé placac przeciwnikowi 1 lub zazadaé poréwnania kart i wtedy
rozstrzygniecie gry jest takie, jak w przypadku, gdy obaj zadeklaruja karte wyzszq.



Whprowadzenie do teorii podejmowania decyzji
Lista zadan nr 6

1. Pokaz, ze w grze o podziale ziemi miedzy dwéch rolnikow punktem siodtowym jest wektor
(3:2)-

2. Sprawdz, czy gry opisane w zadaniach listy 5. maja punkty réwnowagi (punkty siodtowe).
Wyznacz je.

3. Dana jest rodzina macierzy zaleznych od rzeczywistego parametru s:

0 2 4 -5 3
7 14s -2 0 4
Ms)=15 "3 445 5 4
1 -3 0 6 —6

Zmajdz taki zbiér liczb rzeczywistych S, ze macierz M (s) ma punkt siodlowy wtedy i tylko
wtedy, gdy s € S.

4. Stosujac kazde z wprowadzonych na wyktadzie kryteriéw, znajdz decyzje optymalne dla opi-
sanych ponizej sytuacji:
a) Dzialajac w warunkach niepelnej informacji, mozemy podjaé trzy decyzje Aj, Ay, A3 na-
trafiajac na trzy mozliwe stany otoczenia FEy, o, F3. Efekty podjecia poszczegdlnych decyzji
w zaleznosci od stanu otoczenia oraz prawdopodobienstwa tych stanéow podaje tabelka:

‘ Al Ag Ag ‘ P(Ez)
Ey |75 150 25| 0.5
E, 1 80 50 45| 0.3
Es 125 60 160 | 0.2

b) W grze przeciwko Naturze mamy do dyspozycji cztery strategie A, B, C, D. Natura odpo-
wiada jednym z czterech stanéw, a macierz wyptat jest postaci:

by By By Ey
Al 3 3 1 2
Bl 2 1 2 1
cl o 4 0 0
D| 2 4 1 1

5. Wtadciciel stoiska owocowo-warzywnego musi podja¢ decyzje dotyczaca wielkosci dziennej
partii zakupu truskawek. Moze on naby¢ 100, 120, 150 lub 200 tubianek po 8 zt za tubianke.
W zaleznosci od popytu moze sprzedaé¢ dziennie 100, 130, 180 lub 200 tubianek i uzyskac¢ 10
zt przychodu za tubianke. Zaktada sie, ze towar nie sprzedany w danym dniu nie nadaje sie
do spozycia.

Okredl, ktory wariant jest optymalny w Swietle kryterium:
a) Laplace’a,

b) Hurwicza,

c) Savage’a.



